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Cuprins

Formularea problemei

Metode de calcul a valorilor proprii și a vectorilor proprii

 Metoda Danilevski

 Metoda Laverrier

 Metoda coeficienților nedeterminați
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Formularea problemei

 Proprietăți esențiale (de ex. stabilitatea) ale unor modele matematice, 

cunoscute sub denumirea de sisteme dinamice, se exprimă în raport cu 

valorile proprii ale unor matrice

 Considerăm matricea [𝑨] a unui sistem de 𝒏 ecuații liniare cu 𝒏
necunoscute

 Valorile proprii ale matricei [𝑨] (notate 𝝀𝟏, 𝝀𝟐, ⋯ , 𝝀𝒏) sunt soluțiile ecuației 

caracteristice:

𝒅𝒆𝒕 𝑨 − 𝝀 ∙ 𝑰𝒏 = 𝟎

unde, 𝑰𝒏 este matricea unitate, de dimensiune 𝒏 × 𝒏

 Vectorii proprii 𝑿 (𝒌) ai matricei [𝑨] reprezintă soluţiile ecuaţiei de valori 

proprii:

𝑨 ∙ 𝑿 𝒌 = 𝝀𝒌 ∙ 𝑿
(𝒌)

sau soluțiile nenule ale sistemului omogen echivalent cu

𝑨 − 𝝀𝒌 ∙ 𝑰𝒏 𝑿
(𝒌) = {𝟎}
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Formularea problemei

 Determinantul caracteristic al matricei 𝑨 este determinantul matricei 

sistemului de ecuații omogen, scris astfel:

𝑫 𝝀 = 𝒅𝒆𝒕 𝑨 − 𝝀 ∙ 𝑰𝒏 =

𝒂𝟏𝟏 − 𝝀 𝒂𝟏𝟐 ⋯ 𝒂𝟏𝒏
𝒂𝟐𝟏 𝒂𝟐𝟐 − 𝝀 ⋯ 𝒂𝟐𝒏
⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝒂𝒏𝟏 𝒂𝒏𝟐 ⋯ 𝒂𝒏𝒏 − 𝝀

 Ec. caracteristică 𝒅𝒆𝒕 𝑨 − 𝝀 ∙ 𝑰𝒏 = 𝟎 se scrie sub formă polinomială:

−𝟏 𝐧(𝝀𝒏 + 𝒌𝟏𝝀
𝒏−𝟏 + 𝒌𝟐𝝀

𝒏−𝟐 + 𝒌𝟑𝝀
𝒏−𝟑 +⋯+ 𝒌𝒏)

unde, coeficienții polinomiali 𝒌𝟏, 𝒌𝟐, ⋯ , 𝒌𝒏 reprezintă suma minorilor de un 

anumit ordin de pe diagonala principală a determinantului caracteristic:

 𝒌𝟏 =  𝒊=𝟏
𝒏 𝒂𝒊𝒊 (urma matricei [𝑨]), 

 𝒌𝒏 = 𝒅𝒆𝒕(𝑨)

 𝒌𝒊 = suma minorilor principali de ordinul 𝒊 ai matricei 𝑨
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Metoda Danilevski

 Constă în transformarea determinantului caracteristic 𝑫(𝝀) al matricei [𝑨],

într-o formă echivalentă, forma normală a lui Frobenius: 

𝒂𝟏𝟏 − 𝝀 𝒂𝟏𝟐 ⋯ 𝒂𝟏𝒏
𝒂𝟐𝟏 𝒂𝟐𝟐 − 𝝀 ⋯ 𝒂𝟐𝒏
⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝒂𝒏𝟏 𝒂𝒏𝟐 ⋯ 𝒂𝒏𝒏 − 𝝀

⇒ 𝑫∗ 𝝀 =

𝒑𝟏 − 𝝀 𝒑𝟐 𝒑𝟑 ⋯ 𝒑𝒏−𝟏 𝒑𝒏
𝟏 −𝝀 𝟎 ⋯ 𝟎 𝟎
𝟎 𝟏 −𝝀 ⋯ 𝟎 𝟎
⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮ ⋮
𝟎 𝟎 𝟎 ⋯ 𝟏 −𝝀

 Dezvoltarea după prima linie a determinantului conduce la ecuația:

𝑫∗ 𝝀 = −𝟏 𝒏(𝝀𝒏 − 𝒑𝟏𝝀
𝒏−𝟏 − 𝒑𝟐𝝀

𝒏−𝟐 − 𝒑𝟑𝝀
𝒏−𝟑 −⋯− 𝒑𝒏−𝟏𝝀 − 𝒑𝒏)

 Matricea Frobenius corespunzătoare matricei [𝐴] se definește astfel:

𝑷 =

𝒑𝟏 𝒑𝟐 𝒑𝟑 ⋯ 𝒑𝒏−𝟏 𝒑𝒏
𝟏 𝟎 𝟎 ⋯ 𝟎 𝟎
𝟎 𝟏 𝟎 ⋯ 𝟎 𝟎
⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮ ⋮
𝟎 𝟎 𝟎 ⋯ 𝟏 𝟎

 Pentru a se obține matricea Frobenius [𝑃] se parcurg următorii pași:

 Matricea Frobenius este o matrice care 

are același polinom caracteristic ca și 

matricea [𝐴], adică:

𝒅𝒆𝒕 𝑨 − 𝝀 𝑰𝒏 = 𝒅𝒆𝒕( 𝑷 − 𝝀 𝑰𝒏 )
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Metoda Danilevski

 Pasul 1:

 efectuarea de transformări liniare asupra matricei [𝐴] sau combinaţii 

ale liniilor sale, astfel încât să se obțină în locul ultimei linii 

elementele: [ 0 0 … 0 1 0 ]

 se consideră linia de pivotare 𝑛

 matricea unitate [𝑰𝒏] se modifică pe linia 𝑛 − 1 astfel încât se obţine:

𝑴 𝒏−𝟏 =

𝟏 𝟎 ⋯ 𝟎 𝟎
𝟎 𝟏 ⋯ 𝟎 𝟎
⋮ ⋮ ⋯ ⋮ ⋮

𝒎𝒏−𝟏,𝟏 𝒎𝒏−𝟏,𝟐 ⋯ 𝒎𝒏−𝟏,𝒏−𝟏 𝒎𝒏−𝟏,𝒏
𝟎 𝟎 ⋯ 𝟎 𝟏

 elementele de pe linia 𝒏 − 𝟏 a matricii 𝑴 𝒏−𝟏se calculează folosind 

elementele situate pe linia de pivotare 𝑛 a matricei [𝐴], cu relațiile:

𝒎𝒏−𝟏,𝒊 = −
𝒂𝒏𝒊

𝒂𝒏,𝒏−𝟏
; 𝒎𝒏−𝟏,𝒏−𝟏 =

𝟏

𝒂𝒏,𝒏−𝟏
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Metoda Danilevski

 Pasul 1:

 𝑨 𝑴 𝒏−𝟏 este o matrice cu ultima linie de forma [ 0 0 … 0 1 0 ], astfel:

𝑩 = 𝑨 𝑴 𝒏−𝟏 =

𝒃𝟏𝟏 𝒃𝟏𝟐 ⋯ 𝒃𝟏,𝒏−𝟏 𝒃𝟏,𝒏
𝒃𝟐𝟏 𝒃𝟐𝟐 ⋯ 𝒃𝟐,𝒏−𝟏 𝒃𝟐,𝒏
⋮ ⋮ ⋯ ⋮ ⋮
𝒃𝒏−𝟏,𝟏 𝒃𝒏−𝟏,𝟐 ⋯ 𝒃𝒏−𝟏,𝒏−𝟏 𝒃𝒏−𝟏,𝒏
𝟎 𝟎 ⋯ 𝟏 𝟎

, 𝒃𝒋 se determină:

• 𝒃𝒊𝒋 = 𝒂𝒊𝒋 + 𝒂𝒊,𝒏−𝟏𝒎𝒏−𝟏,𝒋; cu 𝟏 ≤ 𝒊 ≤ 𝒏; 𝒋 ≠ 𝒏 − 𝟏

• 𝒃𝒋,𝒏−𝟏 = 𝒂𝒊,𝒏−𝟏 + 𝒂𝒊,𝒏−𝟏𝒎𝒏−𝟏,𝒏−𝟏; cu 𝟏 ≤ 𝒊 ≤ 𝒏

 Se definește matricea 𝑪 = 𝑴 𝒏−𝟏
−𝟏 𝑩 = 𝑴 𝒏−𝟏

−𝟏 𝑨 𝑴 𝒏−𝟏

𝑪 =

𝒄𝟏𝟏 𝒄𝟏𝟐 ⋯ 𝒄𝟏,𝒏−𝟏 𝒄𝟏,𝒏
𝒄𝟐𝟏 𝒄𝟐𝟐 ⋯ 𝒄𝟐,𝒏−𝟏 𝒄𝟐,𝒏
⋮ ⋮ ⋯ ⋮ ⋮
𝒄𝒏−𝟏,𝟏 𝒄𝒏−𝟏,𝟐 ⋯ 𝒄𝒏−𝟏,𝒏−𝟏 𝒄𝒏−𝟏,𝒏
𝟎 𝟎 ⋯ 𝟏 𝟎

 Matricea [𝑪] are același determinant ca și [𝑨]

𝑴 𝒏−𝟏
−𝟏 =

𝟏 𝟎 ⋯ 𝟎 𝟎
𝟎 𝟏 ⋯ 𝟎 𝟎
⋮ ⋮ ⋯ ⋮ ⋮
𝒂𝒏,𝟏 𝒂𝒏,𝟐 ⋯ 𝒂𝒏,𝒏−𝟏 𝒂𝒏,𝒏
𝟎 𝟎 ⋯ 𝟎 𝟏

• Unde 𝒄𝒊𝒋 se calculează astfel:

𝒄𝒊𝒋 = 𝒃𝒊𝒋

𝒄𝒏−𝟏,𝒋 =  

𝒌=𝟏

𝒏

𝒂𝒏𝒌𝒃𝒌𝒋
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Metoda Danilevski

 Pasul 2:

 Folosește același algoritm prezentat la pasul 1 însă pentru matricea [𝐶], 

considerând în acest caz linia de pivotare 𝑛 − 1, linia 𝑛 rămânând 

neschimbată

 În matricea unitate [𝑰𝒏] se modifică linia 𝑛 − 2 astfel încât se obţine matricea:

𝑴 𝒏−𝟐 =

𝟏 𝟎 ⋯ 𝟎 𝟎
𝟎 𝟏 ⋯ 𝟎 𝟎
⋮ ⋮ ⋯ ⋮ ⋮

𝒎𝒏−𝟐,𝟏 𝒎𝒏−𝟐,𝟐 ⋯ 𝒎𝒏−𝟐,𝒏−𝟏 𝒎𝒏−𝟐,𝒏
𝟎 𝟎 ⋯ 𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 ⋯ 𝟎 𝟏

 Se definește matricea 𝑫 = 𝑴 𝒏−𝟐
−𝟏 𝑪 𝑴 𝒏−𝟐

𝑫 =

𝒅𝟏𝟏 𝒅𝟏𝟐 ⋯ 𝒅𝟏,𝒏−𝟐 𝒅𝟏,𝒏−𝟏 𝒅𝟏,𝒏
𝒅𝟐𝟏 𝒅𝟐𝟐 ⋯ 𝒅𝟏,𝒏−𝟐 𝒅𝟐,𝒏−𝟏 𝒅𝟐,𝒏
⋮ ⋮ ⋯ ⋮ ⋮ ⋮
𝒅𝒏−𝟏,𝟏 𝒅𝒏−𝟏,𝟐 ⋯ 𝟏 𝟎 𝟎

𝟎 𝟎 ⋯ 𝟎 𝟏 𝟎

𝒎𝒏−𝟐,𝒊 = −
𝒄𝒏−𝟏,𝒊

𝒄𝒏−𝟏,𝒏−𝟐
; 

𝒎𝒏−𝟐,𝒏−𝟐 =
𝟏

𝒄𝒏−𝟏,𝒏−𝟐
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Metoda Danilevski

 Pasul 3-n:

 se repetă algoritmul prezentat, în final obținându-se matricea Frobenius care 

are același determinant caracteristic cu cel al matricei [𝐴]:

𝑷 = 𝑴 𝟏
−𝟏 𝑴 𝟐

−𝟏⋯ 𝑴 𝒏−𝟐
−𝟏 𝑴 𝒏−𝟏

−𝟏 𝑨 𝑴 𝒏−𝟏 𝑴 𝒏−𝟐⋯ 𝑴 𝟐 𝑴 𝟏

 Fie 𝜆 o valoare proprie a matricei [𝑃] și {𝑌} vectorul propriu corespunzător valorii 

proprii 𝜆, satisface ecuația matriceală: 𝑷 𝒀 = 𝝀{𝒀} ⇔ 𝑷 − 𝝀 𝑰 𝒏 𝒀 = 𝟎 sau:

𝒑𝟏 − 𝝀 𝒚𝟏 + 𝒑𝟐𝒚𝟐 + 𝒑𝟑𝒚𝟑 +⋯+ 𝒑𝒏𝒚𝒏 = 𝟎
𝒚𝟏 − 𝝀𝒚𝟐 = 𝟎
𝒚𝟐 − 𝝀𝒚𝟑 = 𝟎
⋯

𝒚𝒏−𝟏 − 𝝀𝒚𝒏 = 𝟎

 Alegând în sistemul anterior 𝒚𝒏 = 𝟏, se obține o soluție a sistemului omogen care 

reprezintă elementele vectorului propriu {𝑌} al matricei Frobenius [𝑃]:

𝒚𝒏 = 𝟏; 𝒚𝒏−𝟏 = 𝝀; 𝒚𝒏−𝟐 = 𝝀
𝟐; ⋯ ; 𝒚𝟏 = 𝝀

𝒏−𝟏

 Vectorul propriu al matricei [𝐴] corespunzător valorii proprii 𝜆𝒌 se determină astfel:

𝑿 𝒌 = 𝑴 𝒏−𝟏 𝑴 𝒏−𝟐⋯ 𝑴 𝟐 𝑴 𝟏 𝒀
𝒌
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Metoda Danilevski - Exemplu

 Să se determine valorile şi vectorii proprii ai matricei:
𝟑 𝟏 𝟎
−𝟒 −𝟏 𝟎
−𝟒 −𝟖 −𝟐

 Pasul 1. Se determină matricele: 𝑴 𝟐 și 𝑴 𝟐
−𝟏

𝑴 𝟐 =
𝟏 𝟎 𝟎
𝒎𝟐𝟏 𝒎𝟐𝟐 𝒎𝟐𝟑
𝟎 𝟎 𝟏

; 𝑴 𝟐
−𝟏 =

𝟏 𝟎 𝟎
𝒂𝟑𝟏 𝒂𝟑𝟐 𝒂𝟑𝟑
𝟎 𝟎 𝟏

iar elementele sunt:

𝒎𝟐𝟏 = −
𝒂𝟑𝟏
𝒂𝟑𝟐
= −
𝟏

𝟐
; 𝒎𝟐𝟐 =

𝟏

𝒂𝟑𝟐
= −
𝟏

𝟖
; 𝒎𝟐𝟑 = −

𝒂𝟑𝟑
𝒂𝟑𝟐
= −
𝟏

𝟒

𝑴 𝟐 =

𝟏 𝟎 𝟎

−
𝟏

𝟐
−
𝟏

𝟖
−
𝟏

𝟒

𝟎 𝟎 𝟏

; 𝑴 𝟐
−𝟏 =

𝟏 𝟎 𝟎
−𝟒 −𝟖 −𝟐
𝟎 𝟎 𝟏

, se verifică: 𝑴 𝟐 𝑴 𝟐
−𝟏 = [𝐈]

 Matricea [𝑪] se determină astfel:

𝑪 = 𝑴 𝟐
−𝟏[𝑨] 𝑴 𝟐 =

𝒄𝟏𝟏 𝒄𝟏𝟐 𝒄𝟏𝟑
𝒄𝟐𝟏 𝒄𝟐𝟐 𝒄𝟐𝟑
𝟎 𝟏 𝟎

=
𝟓/𝟐 −𝟏/𝟖 −𝟏/𝟒
𝟏𝟖 −𝟓/𝟐 −𝟏
𝟎 𝟏 𝟎

𝑴 𝒏−𝟏 =

𝟏 𝟎 ⋯ 𝟎 𝟎
𝟎 𝟏 ⋯ 𝟎 𝟎
⋮ ⋮ ⋯ ⋮ ⋮

𝒎𝒏−𝟏,𝟏 𝒎𝒏−𝟏,𝟐 ⋯ 𝒎𝒏−𝟏,𝒏−𝟏 𝒎𝒏−𝟏,𝒏
𝟎 𝟎 ⋯ 𝟎 𝟏
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Metoda Danilevski - Exemplu

 Pasul 2. Se determină matricele: 𝑴 𝟏 și 𝑴 𝟏
−𝟏

𝑴 𝟏 =
𝒎𝟏𝟏 𝒎𝟏𝟐 𝒎𝟏𝟑
𝟎 𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 𝟏

; 𝑴 𝟏
−𝟏 =

𝒄𝟐𝟏 𝒄𝟐𝟐 𝒄𝟐𝟑
𝟎 𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 𝟏

iar elementele sunt:

𝒎𝟏𝟏 =
𝟏

𝒄𝟐𝟏
=
𝟏

𝟏𝟖
; 𝒎𝟏𝟐 = −

𝒄𝟐𝟐
𝒄𝟐𝟏
=
𝟓

𝟑𝟔
; 𝒎𝟏𝟑 = −

𝒄𝟐𝟑
𝒄𝟐𝟏
=
𝟏

𝟏𝟖

𝑴 𝟏 =

𝟏

𝟏𝟖

𝟓

𝟑𝟔

𝟏

𝟏𝟖

𝟎 𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 𝟏

; 𝑴 𝟏
−𝟏 =

𝟏𝟖 −
𝟓

𝟐
−𝟏

𝟎 𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 𝟏

, se verifică: 𝑴 𝟏 𝑴 𝟏
−𝟏 = [𝐈]

 Matricea [𝑫] (matricea Frobenius) se determină astfel:

𝑷 = [𝑫] = 𝑴 𝟏
−𝟏[𝑪] 𝑴 𝟏 =

𝟎 𝟑 −𝟐
𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝟏 𝟎

 Determinantul caracteristic al matricei [𝑷] se scrie:

𝑫∗ 𝝀 =
−𝝀 𝟑 −𝟐
𝟏 −𝝀 𝟎
𝟎 𝟏 −𝝀

= −𝝀𝟑 + 𝟑𝝀 − 𝟐
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Metoda Danilevski - Exemplu

 Valorile proprii ale matricei [𝑷] sunt rădăcinile ecuației: 𝑫∗ 𝝀 = 𝟎

𝝀𝟏 = −𝟐; 𝝀𝟐 = 𝝀𝟑 = 𝟏

 Vectorii proprii ai matricei 𝑷 corespunzători valorilor proprii sunt:

𝒀 𝟏 =
𝝀𝟏
𝟐

𝝀𝟏
𝟏

=
𝟒
−𝟐
𝟏
; 𝒀 𝟐= 𝒀 𝟑=

𝝀𝟐
𝟐

𝝀𝟐
𝟏

=
𝟏
𝟏
𝟏

 Vectorii proprii ai matricei 𝑨 se determină astfel:

𝑿 𝟏 = 𝐌 𝟐 𝐌 𝟏 𝒀
𝟏

𝑿 𝟐 = 𝑿 𝟑 = 𝐌 𝟐 𝐌 𝟏 𝒀
𝟐

 Rezultă vectorii proprii ai matricei [𝑨]

𝑿 𝟏 =

𝟏

𝟏𝟖

𝟓

𝟑𝟔

𝟏

𝟏𝟖

−
𝟏

𝟑𝟔
−
𝟕

𝟑𝟔
−
𝟏𝟎

𝟑𝟔

𝟎 𝟎 𝟏

𝟒
−𝟐
𝟏
=
𝟎
𝟎
−𝟏
; 𝑿 𝟐 = 𝑿 𝟑 =

𝟏

𝟏𝟖

𝟓

𝟑𝟔

𝟏

𝟏𝟖

−
𝟏

𝟑𝟔
−
𝟕

𝟑𝟔
−
𝟏𝟎

𝟑𝟔

𝟎 𝟎 𝟏

𝟏
𝟏
𝟏
=

𝟏

𝟒

−
𝟏

𝟐

𝟏

unde 𝐌 𝟐 𝐌 𝟏 =

𝟏

𝟏𝟖

𝟓

𝟑𝟔

𝟏

𝟏𝟖

−
𝟏

𝟑𝟔
−
𝟕

𝟑𝟔
−
𝟏𝟎

𝟑𝟔

𝟎 𝟎 𝟏
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Metoda Laverrier

 Permite calculul valorilor proprii ale unei matrice [𝐴] pe baza dezvoltării 

polinomului caracteristic 𝐷(𝜆) cu ajutorul formulelor lui Newton pentru 

sumele puterilor rădăcinilor unei ecuații polinomiale

 Determinantul matricei [𝐴] se scrie sub formă polinomială astfel:

𝑫 𝝀 = 𝒅𝒆𝒕 𝑨 − 𝝀 𝑰 𝒏 = −𝟏
𝒏(𝝀𝒏 + 𝒌𝟏𝜆

𝒏−𝟏 + 𝒌𝟐𝜆
𝒏−𝟐 + 𝒌𝟑𝜆

𝒏−𝟑 +⋯+ 𝒌𝒏)

 Notăm cu 𝒔𝒎 suma puterilor de ordinul 𝑚 ale rădăcinilor polinomului 

caracteristic anterior descris:

𝒔𝒎 = 𝝀𝟏
𝒎 + 𝝀𝟐

𝒎 + 𝝀𝟑
𝒎 +⋯+ 𝝀𝒏

𝒎; 𝒎 = 𝟏, 𝒏

 Formulele lui Newton pentru sumele puterilor de ordinul 𝑚 ale rădăcinilor

în cazul polinomul caracteristic se scriu astfel:

𝒔𝒎 + 𝒌𝟏𝒔𝒎−𝟏 + 𝒌𝟐𝒔𝒎−𝟐 +⋯+ 𝒌𝒎−𝟏𝒔𝟏 = −𝒌𝒎; 𝒎 = 𝟏, 𝒏

 Dacă se cunosc sumele puterilor rădăcinilor de ordinul 𝑚 ale polinomului

caracteristic, atunci se pot determinarea coeficienții 𝒌𝟏, 𝒌𝟐, 𝒌𝟑, ⋯ , 𝒌𝒏 astfel:



14

Metoda Laverrier

 Determinarea se face astfel:

−𝒌𝟏 = 𝒔𝟏
−𝟐𝒌𝟐 = 𝒔𝟐 + 𝒌𝟏𝒔𝟏

−𝟑𝒌𝟑 = 𝒔𝟑 + 𝒌𝟏𝒔𝟐 + 𝒌𝟐𝒔𝟐
⋯⋯⋯

−𝒏𝒌𝒏 = 𝒔𝒏 + 𝒌𝟏𝒔𝒏−𝟏 + 𝒌𝟐𝒔𝒏−𝟐 +⋯+ 𝒌𝒏𝒔𝟏

 sumele puterilor rădăcinilor de ordinul 𝑚 ale polinomului caracteristic al 

unei matrice [𝐴] reprezintă urmele matricelor 𝐴 𝑚:

𝒔𝒎 = 𝝀𝟏
𝒎 + 𝝀𝟐

𝒎 + 𝝀𝟑
𝒎 +⋯+ 𝝀𝒏

𝒎 = 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒂𝒊𝒊
𝒎

Unde 𝒂𝒊𝒊
𝒎

sunt termenii de pe diagonala principală a matricei 𝑨 𝒎:

𝑨 𝒎 = 𝒂𝒊𝒊
𝒎
, 𝒎 = 𝟐, 𝒏

Matricele 𝑨 𝒎 se determină astfel:

𝑨 𝒎 = 𝑨 𝒎−𝟏 𝑨 , 𝒎 = 𝟐,𝒏
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Metoda Laverrier - exemplu

 Să se determine valorile proprii ale matricei 𝑨 =
𝟕 −𝟐 𝟎
−𝟐 𝟔 −𝟐
𝟎 −𝟐 𝟓

 Se determină: 𝐀 𝟐 =
𝟓𝟑 −𝟐𝟔 𝟒
−𝟐𝟔 𝟒𝟒 −𝟐𝟐
𝟒 −𝟐𝟐 𝟐𝟗

, 𝐀 𝟑 =
𝟒𝟐𝟑 −𝟐𝟕𝟎 𝟕𝟐
−𝟐𝟕𝟎 𝟑𝟔𝟎 −𝟏𝟗𝟖
𝟕𝟐 −𝟏𝟗𝟖 𝟏𝟖𝟗

 Sumele 𝒔𝒎 ale puterilor rădăcinilor de ordinul m (m=1,2,3) ale polinomului 

caracteristic 𝐃(𝛌) se determină:

𝒔𝟏 = 𝝀𝟏 + 𝝀𝟐 + 𝝀𝟑 = 

𝒊=𝟏

𝟑

𝒂𝒊𝒊
𝟏 = 𝟏𝟖

𝒔𝟐 = 𝝀𝟏
𝟐 + 𝝀𝟐

𝟐 + 𝝀𝟑
𝟐 = 

𝒊=𝟏

𝟑

𝒂𝒊𝒊
𝟐 = 𝟏𝟐𝟔

𝒔𝟑 = 𝝀𝟏
𝟑 + 𝝀𝟐

𝟑 + 𝝀𝟑
𝟑 = 

𝒊=𝟏

𝟑

𝒂𝒊𝒊
𝟑 = 𝟗𝟕𝟐
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Metoda Laverrier - exemplu

 Coeficienții polinomului caracteristic 𝒌𝟏, 𝒌𝟐, 𝒌𝟑 se determină astfel:

𝒌𝟏 = −𝒔𝟏 = −𝟏𝟖

𝒌𝟐 = −
𝟏

𝟐
𝒔𝟐 + 𝒌𝟏𝒔𝟏 = 𝟗𝟗

𝒌𝟑 = −
𝟏

𝟑
𝒔𝟑 + 𝒌𝟏𝒔𝟐 + 𝒌𝟐𝒔𝟐 = −𝟏𝟔𝟐

 Se obține o ecuație caracteristică a matricei [𝑨]:

𝝀𝟑 − 𝟏𝟖𝝀𝟐 + 𝟗𝟗𝝀 − 𝟏𝟔𝟐 = 𝟎

 Rezolvând ecuația anterioară se obțin valorile proprii ale matricei [𝑨]:

𝝀𝟏 = 𝟑; 𝝀𝟐 = 𝟔; 𝝀𝟑 = 𝟗
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Metoda coeficienților nedeterminați

 Permite calculul valorilor proprii ale unei matrice [𝐴] pe baza valorilor 

polinomului caracteristic 𝐷(𝜆) obținut pentru 𝑛 valori particulare ale 

variabilei 𝜆

 Polinomul caracteristic al unei matrice [𝐴] se scrie sub forma:

𝐷 𝜆 = 𝐝𝐞𝐭 𝐀 − 𝝀 𝑰 = −𝟏 𝐧(𝝀𝒏 + 𝒌𝟏𝝀
𝒏−𝟏 + 𝒌𝟐𝝀

𝒏−𝟐 +⋯+ 𝒌𝒏)

 Dacă 𝜆 ia valorile: 𝝀𝟏 = 𝟎, 𝝀𝟐 = 𝟏, 𝝀𝟑 = 𝟐,⋯ , 𝝀𝒏 = 𝒏 − 𝟏, înlocuim în relația 

anterioară și obținem:

𝒌𝒏 = −𝟏
𝒏𝑫 𝟎

𝟏 + 𝒌𝟏 + 𝒌𝟐 +⋯+ 𝒌𝒏 = −𝟏
𝒏𝑫 𝟏

𝟐𝒏 + 𝒌𝟏𝟐
𝒏−𝟏 + 𝒌𝟐𝟐

𝒏−𝟐 +⋯+ 𝒌𝒏 = −𝟏
𝒏𝑫(𝟐)

⋯⋯⋯
𝒏 − 𝟏 𝒏 + 𝒌𝟏 𝒏 − 𝟏

𝒏−𝟏 + 𝒌𝟐 𝒏 − 𝟐
𝒏−𝟐 +⋯+ 𝒌𝒏 = −𝟏

𝒏𝑫(𝒏 − 𝟏)

 Se scade prima ecuație din celelalte ecuații, trecând mai întâi termenii 

liberi în partea dreaptă, și obținem:
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Metoda coeficienților nedeterminați



𝒌𝟏 + 𝒌𝟐 +⋯+ 𝒌𝒏−𝟏 = −𝟏
𝒏 𝑫 𝟏 − 𝑫 𝟎 − 𝟏

𝒌𝟏𝟐
𝒏−𝟏 + 𝒌𝟐𝟐

𝒏−𝟐 +⋯+ 𝟐𝒌𝒏−𝟏 = −𝟏
𝒏 𝑫 𝟐 − 𝑫 𝟎 − 𝟐𝒏

⋯⋯⋯⋯
𝒌𝟏 𝒏 − 𝟏

𝒏−𝟏 + 𝒌𝟐 𝒏 − 𝟏
𝒏−𝟐 +⋯+ 𝒌𝒏−𝟏 = −𝟏

𝒏 𝑫 𝒏 − 𝟏 − 𝑫 𝟎 − 𝒏 − 𝟏 𝒏

 Sistemul se poate scrie și sub formă matriceală astfel:

𝑪 𝒏−𝟏 𝑲 = {𝑫}, unde:

𝑪 𝒏−𝟏 =

𝟏 𝟏 ⋯ 𝟏
𝟐𝒏−𝟏 𝟐𝒏−𝟐 ⋯ 𝟐
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

𝒏 − 𝟏 𝒏−𝟏 𝒏 − 𝟏 𝒏−𝟐 ⋯ 𝒏− 𝟏

,    𝑲 =

𝒌𝟏
𝒌𝟐
⋯
𝒌𝒏−𝟏

;

𝑫 =

−𝟏 𝒏 𝑫 𝟏 − 𝑫 𝟎 − 𝟏

−𝟏 𝒏 𝑫 𝟐 − 𝑫 𝟎 − 𝟐𝒏

⋯
−𝟏 𝒏 𝑫 𝒏− 𝟏 − 𝑫 𝟎 − 𝒏 − 𝟏 𝒏

;



19

Metoda coeficienților nedeterminați

 Matricea 𝑪 𝒏−𝟏 este independentă de determinantul caracteristic, ea 

depinde doar de ordinul n al matricei [𝑨]

 Înmulțind ecuația matriceală la stânga cu matricea 𝑪 𝒏−𝟏
−𝟏 , se obțin 

coeficienții polinomului caracteristic: 𝑲 = 𝑪 𝒏−𝟏
−𝟏 𝑫

 Elementele matricei coloană {𝐷} se calculează cu ajutorul determinanților:

𝑫 𝒎 = 𝒅𝒆𝒕 𝑨 −𝒎 𝑰 =

𝒂𝟏𝟏 −𝒎 𝒂𝟏𝟐 ⋯ 𝒂𝟏𝒏
𝒂𝟐𝟏 𝒂𝟐𝟐 −𝒎 ⋯ 𝒂𝟐𝒏
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝒂𝒏𝟏 𝒂𝒏𝟐 ⋯ 𝒂𝒏𝒏 −𝒎

cu 𝒎 = 𝟎, 𝒏 − 𝟏
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Metoda coeficienților nedeterminați. Exemplu

 Să se determine valorile proprii ale matricei 𝑨 =
𝟕 −𝟐 𝟎
−𝟐 𝟔 −𝟐
𝟎 −𝟐 𝟓

 Se determină determinanții: 𝐷(0), 𝐷(1), 𝐷(2):

𝑫 𝟎 = 𝒅𝒆𝒕 𝑨 = 𝟏𝟔𝟐, 𝑫 𝟏 = 𝒅𝒆𝒕 𝑨 − 𝑰 = 𝟖𝟎, 

𝑫 𝟏 = 𝒅𝒆𝒕 𝑨 − 𝟐 𝑰 = 𝟐𝟖

 Pentru 𝑛 = 3, matricea 𝑪 𝒏−𝟏 are forma:

𝑪 𝒏−𝟏 =
𝟏 𝟏
𝟐𝟐 𝟐

=
𝟏 𝟏
𝟒 𝟐

 Se obține ecuația matriceală: 
𝟏 𝟏
𝟒 𝟐

𝒌𝟏
𝒌𝟐
=
𝟖𝟏
𝟏𝟐𝟔

 Rezolvând ecuația și având în vedere că 𝒌𝟑 = −𝑫(𝟎) obținem:

𝒑𝟏 = −𝟏𝟖, 𝒑𝟐 = 𝟗𝟗, 𝒑𝟑 = −𝟏𝟔𝟐

 Ecuația caracteristică și soluțiile (valorile proprii) sunt:

𝝀𝟑 − 𝟏𝟖𝝀𝟐 + 𝟗𝟗𝝀 − 𝟏𝟔𝟐 = 𝟎,   𝝀𝟏 = 𝟑, 𝝀𝟐 = 𝟔, 𝝀𝟑 = 𝟗
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