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Formularea problemel

= Proprietati esentiale (de ex. stabilitatea) ale unor modele matematice,
cunoscute sub denumirea de sisteme dinamice, se exprima in raport cu
valorile proprii ale unor matrice

= Consideram matricea [4] a unui sistem de n ecuatii liniare cu n
necunoscute

= Valorile proprii ale matricei [4] (notate 44, 4,,--, 4,,) sunt solutiile ecuatiei

caracteristice:
det([A]—4-[I,]) =0

unde, [I,,] este matricea unitate, de dimensiunen xn

= \Vectorii proprii {X}® ai matricei [A4] reprezinta solutiile ecuatiei de valori

proprii:
[4] - {(x}(9= 4, - {(x3(

sau solutiile nenule ale sistemului omogen echivalent cu
([A] = 2y - DX} = {0}



Formularea problemei

= Determinantul caracteristic al matricei [4] este determinantul matricei

sistemului de ecuatii omogen, scris astfel:

ajp — 4 a2 A1n
D) = det(lA] - 2-[,) = | % %27 A o am
an1 an2 o Apn — A

= Ec. caracteristica det([A] — 4 - [I,,]) = 0 se scrie sub forma polinomiala:

(D) (A" + kA" + kA2 + kA" 3 + -+ k)

unde, coeficientii polinomiali kq, k,, ---, k,, reprezinta suma minorilor de un

anumit ordin de pe diagonala principala a determinantului caracteristic:
> ki =Y,a; (urma matricei [4]),
» k, = det(A)

» k; = suma minorilor principali de ordinul i ai matricei [A]



Metoda Danilevski

= Consta in transformarea determinantului caracteristic D(4) al matricei [A4],
intr-o forma echivalenta, forma normala a lui Frobenius:

a+—A a a P1 2 3 n-1 Pn
o g a 1 -2 0 -~ 0 0
21 22: 2n | = p*(Q) = 0 1 -1 - 0 0
ani 0y Ann — A 0 O O 1 —).
" Dezvoltarea dupa prima linie a determinantului conduce la ecuatia:
D*(A) = (-D)"(A" — p1A" !t = pa A2 — p3A"T — - —pp_g A — pp)
= Matricea Frobenius corespunzatoare matricei [A] se defineste astfel:
‘1911 %2 1:)3 pno_l %n_ » Matricea Frobenius este o matrice care
Pl={o0 1 o - 0 0 are acelasi polinom caracteristic ca si

matricea [A], adica:
det([A] - A[In]) = det([P] - A[In])

.0 o0 o - 1 04

" Pentru a se obtine matricea Frobenius [P] se parcurg urmatorii pasi:



Metoda Danilevski

= Pasul 1:

» efectuarea de transformari liniare asupra matricei [A] sau combinatii
ale liniilor sale, astfel incat sa se obtina in locul ultimei linii
elementele: [00 ... 01 0]

» se considera linia de pivotare n

» matricea unitate [I,,] se modifica pe linia n — 1 astfel incat se obtine:

1 0 0 0

0 1 0 0

[M]n—l — : : : :
my_11 Myuy_12 - My_1pn-1 My_1n

0 0 0 1

» elementele de pe linian — 1 a matricii [M],,_;se calculeaza folosind
elementele situate pe linia de pivotare n a matricei [4], cu relatiile:

Ani . _ 1
J mn—l,n—l -

my_1i = —

Apn-1 Apn-1 6



Metoda Danilevski

= Pasul 1:

» [A][M],,—, este o matrice cu ultima linie de forma [00 ... 01 0], astfel:

> Se defineste matricea [C] = [M]

[C] =

bij = a,-]- + ai,n_lmn_u; cul<i<n, j Fn—1

J

C11
C21

Chn-11

» Matricea [C] are acelasi determinant ca si [4]

0

C12
C22

bn—Ll
0

Cn-1,2

0

bn—LZ
0

Cin-1
C2n-1

Cn—Ln—l
1

-1
n—1

bLn—l
bln—l

bn—Ln—l

CLn
CZn

cn—Ln

0

1

[B] = [M]

bLn 1
bln
: ,b]- se determina:
bn—Ln
0 1 o - 0 0
0 1 ‘e 0 0
[M]r_lllz
Ap1 Qp2 ° QAun-1 Aupn
0 0 ‘e 0 1
[A][M],,—1

-1
n—1

bjin1=ain1+ain-1My_1p1;CULSI<N

Unde c;; se calculeaza astfel:

Cij = by
n

Cn-1j = Z ankbkj

k=1



Metoda Danilevski

= Pasul 2:

> Foloseste acelasi algoritm prezentat la pasul 1 insa pentru matricea [(],
considerand in acest caz linia de pivotare n — 1, linia n ramanand

neschimbata

> In matricea unitate [I,,] se modifica linia n — 2 astfel incat se obtine matricea:

_ Cn-1,i .
1 0 0 0 Mn-2i = =
0 1 0 0
M B : : : : B 1
"2 T My My_zp My 201 Mp_2a Mn-2n-2 = Cn-1n-2
0 0 1 0
0 0 0 1
> Se defineste matricea [D] = [M];;1,[C][M],_,
di1 dq2 din2 din-1 din
d3q d3> din-2 dan-1 dzn
[D] =] : : ; : s
dp_11 dn-12 1 0 0
0 0o - 0 1 0 8



Metoda Danilevski

= Pasul 3-n:

» se repeta algoritmul prezentat, in final obtinandu-se matricea Frobenius care
are acelasi determinant caracteristic cu cel al matricei [4]:
[P] = [M]T ' [M]3" - [M]2,[M12 4 [A][M] g [M] sy -+ [M]2[M]

" Fie 1 0 valoare proprie a matricei [P] si {Y} vectorul propriu corespunzator valorii
proprii A, satisface ecuatia matriceala: [P][Y] = A{Y} & ([P] — A[I],){Y} = 0 sau:

(p1— Dy1+P2Y2 +P3y3+ -+ DpYn =0
y1— Ay, =0

9 y2 —Ay3 =0

\ Yn-1— Ay, =0

= Alegand in sistemul anterior y,, = 1, se obtine o solutie a sistemului omogen care
reprezinta elementele vectorului propriu {Y} al matricei Frobenius [P]:

VYo =1, Yp1 =4, Yp2 = )]'2; ey = n-1
= Vectorul propriu al matricei [A] corespunzator valorii proprii 1, se determina astfel:

(X} = [M]p_1[M]p_ - [M]2[M]{Y}*



Metoda Danilevski - Exemplu

3 1 0
= Sa se determine valorile si vectorii proprii ai matricei: [—4 -1 0 ]
-4 -8 -2
> Pasul 1. Se determina matricele: [M], si [M];* l o1 L0 ‘
n(;l,l mn(;l,z mn—(;,n—l mn1—1,n

1 0 0 1 0 0
[M], = |my; my, masl|; M3 =|as; asz, as3|iar elementele sunt:

0 0 1 0 0 1
asi 1 1 1 ass 1
m21=—;——5, mzz—;—— :m23=—a—32——1
1 0 0 1 0 0
M), =|-5 -2 —z|; [Mz'= [—4 -8 —2], se verifica: [M],[M]3' = [I]
0o 0 1 O o0 1

» Matricea [C] se determina astfel:

C11 €12 €13 5/2 -1/8 -1/4
[C]=[M]£1[A][M]z=[021 C22 023]=[18 —5/2 —1]
0 1 0 0 1 0

10



Metoda Danilevski - Exemplu

» Pasul 2. Se determina matricele: [M], si [M]{1

mqy1 My Mq3

C C C
[M]1=\0 1 0];[M]Il=rl 1 0

0 1 0 ] lar elementele sunt:

0 0 1 0O o0 1
1 1 . _ Cy2 _ 5 C23 . 1
M1 = Cz21 B 18, M1z C21 36’ M3 = Cz1 B 18
i R L s | IR »
Mli=|o 1 of IMli"=[o 1 o | severifica: [M];[M];" =[I]
0O 0 1 o o0 1
» Matricea [D] (matricea Frobenius) se determina astfel:
0 3 -2
[P]=[D] = [MI{'[C][M];=(1 0 O
0O 1 O

» Determinantul caracteristic al matricei [P] se scrie:

—A 3 =2
DA =|1 -2 0|=-23+31-2 11
o 1 -2




Metoda Danilevski - Exemplu

» Valorile proprii ale matricei [P] sunt radacinile ecuatiei: D*(1) = 0
).1=—2; 2,2=).3=1

» Vectorii proprii ai matricei [P] corespunzatori valorilor proprii sunt:

23 4 23 1
V¥t =42, ={—2}; Yy = {r}*= {2, ={1}
1 1 1 1

» Vectorii proprii ai matricei [4] se determina astfel:

X3! = M [M]; {Y}! 1 5 1
18 36 18

{X}? = {x}3° = [M];[M],{r}? unde [M],[M], = _% _3_76 _g
0 0 1

» Rezulta vectorii proprii ai matricei [4]

1 5 1 1 5 1

1
18 36 18 |(4 0 B 3 18 |(1 2
xXP=_1 _7 _wof{-2t=70{X¥P=&X¥P=|_1 _7 _10[{1;=<_1
36 36 36 36 36 36

0 0 1 0 0 1 1

12



Metoda Laverrier

= Permite calculul valorilor proprii ale unei matrice [A] pe baza dezvoltarii
polinomului caracteristic D(A) cu ajutorul formulelor lui Newton pentru
sumele puterilor radacinilor unei ecuatii polinomiale

= Determinantul matricei [A] se scrie sub forma polinomiala astfel:

D(2) = det([A] — A[I],) = (—D)™(A™ + kA" 1 + kpA™ 2 + kA" 3 + -+ k)

= Notam cu s,, suma puterilor de ordinul m ale radacinilor polinomului
caracteristic anterior descris:
Sm=Al'+ A3+ A3+ -+ A7 m=1,n

= Formulele lui Newton pentru sumele puterilor de ordinul m ale radacinilor

in cazul polinomul caracteristic se scriu astfel:

Smt EkiSqp_1+Kkysppo+ -+ Ekp_181=-k,; m=1n

= Daca se cunosc sumele puterilor radacinilor de ordinul m ale polinomului

13

caracteristic, atunci se pot determinarea coeficientii k¢, k,, k3, ---, k,, astfel:



Metoda Laverrier

= Determinarea se face astfel:

( —ky =51

—2k, = s, + kq84

4 —3k3 = 53 + k1S2 + szz

\—nkn = Sn + klsn_l + szn_z + -+ knsl

= sumele puterilor radacinilor de ordinul m ale polinomului caracteristic al

unei matrice [A] reprezinta urmele matricelor [A]™:
n

Sm=),'111+)l7271+)"331+...+131= agn)
i=1
(m)

Unde a;; “sunt termenii de pe diagonala principala a matricei [4]™:

[A]™ = [ag'.") , m=2,n

1

Matricele [A]™ se determina astfel:
[A]™ =[A]"1A], m=2n

14



Metoda Laverrier - exemplu

7 -2 0
= Sa se determine valorile proprii ale matricei [A] =|-2 6 —2]
0O -2 5
53 -26 4 423 -270 72
= Se determina: [A]* = [-26 44 -22|,[A]?=|-270 360 -198
4 =22 29 72 —198 189

= Sumele s,, ale puterilor radacinilor de ordinul m (m=1,2,3) ale polinomului

caracteristic D(A) se determina:
( 3
S1 =).1+).2 +13 =Zai1i =18

i=1
3

sz=,1§+/1§+,12=2a,?,-=126

i=1
3

s3=1§+/1§+l3=2a;?’i=972 15
\_ i=1

A




Metoda Laverrier - exemplu

= Coeficientii polinomului caracteristic k4, k,, k3 se determina astfel:
( k,;=-s,=-18
1 1

1
kz = —E(Sz + klsl) = 99

1
k3 = —5(53 + k1$2 + szz) = —162
\

= Se obtine o ecuatie caracteristica a matricei [4]:
A3 —182* +994—-162 =0

" Rezolvand ecuatia anterioara se obtin valorile proprii ale matricei [4]:
),1=3; ).2=6, ),3=9

16



Metoda coeficientilor nedeterminati

= Permite calculul valorilor proprii ale unei matrice [A] pe baza valorilor
polinomului caracteristic D(4) obtinut pentru n valori particulare ale
variabilei A

= Polinomul caracteristic al unei matrice [A] se scrie sub forma:
D(A) = det(J[A] — A[I]) = (=1)"(A™ + kA" 1 + kA2 + -+ k)

" Daca Aiavalorile: 44 =0,4;, = 1,43 = 2,--,4, = n— 1, inlocuim in relatia
anterioara si obtinem:

( k, = (-1)"D(0)
1+ki+ky+-+k,=(-1"D(1)

4 2" + k2™ + k22 + o+ Ky, = (—1)"D(2)

(n—D"+k(n—-D" 1+ ky(n—2)" 2+ +k, =(-1)"D(n—1)

= Se scade prima ecuatie din celelalte ecuatii, trecand mai intai termenii
liberi in partea dreapta, si obtinem: 17



Metoda coeficientilor nedetermina;i

( ky+ky+ -+ ky_qg = (—1)"[D(1) — D(0)] —
k2" 4 k272 4. +2k,, L _( 1"[D(2) — D(O)]

—————————r
%

(k1(n— D"+ kp(n— D%+ +kn 1 —( D*[D(n—-1) = D(0)] = (n—1)"
= Sistemul se poate scrie si sub forma matriceala astfel:

[Cln-11K} = {D}, unde:

1 1 1] K,
n-1 n-2
[Clat=| 2, S ?,{m={?}:
n-1D"1 m-1)"?% ... n-—-1 k, 4
(—D"[D(1) — D(0)] -
(D} _{ (— 1)"[0(2) D(0)] — };
—D"Dn-1) - D(O)] —(n-1"

18



Metoda coeficientilor nedeterminati

= Matricea [C],,_, este independenta de determinantul caracteristic, ea
depinde doar de ordinul n al matricei [A]

= inmultind ecuatia matriceala la stanga cu matricea [C],,;, se obtin
coeficientii polinomului caracteristic: {K} = [C];,2,{D}

= Elementele matricei coloana {D} se calculeaza cu ajutorul determinantilor:

ajp—m aiz A1n
a a, —m - a
D(m) = det([A] — m[I]) = 21 22 . 2n
ani an2 o Qpp— M

cum=0n-1

19



Metoda coeficientilor nedeterminati. Exemplu

7 -2 0
= Sa se determine valorile proprii ale matricei [A]=|-2 6 —2]
0 -2 5

> Se determina determinantii: D(0),D(1), D(2):

D(0) = det([4]) = 162, D(1) = det([A] — [I]) = 80,
D(1) = det([A] — 2[I]) = 28

» Pentrun = 3, matricea [C],_; are forma:

71 1111 1

[C]n—l - [22 2] - Ll- y)
. : .11 kl} (81
> Se obtine ecuatia matriceala: [4 2] {kz = {126}
» Rezolvand ecuatia si avand in vedere ca k; = —D(0) obtinem:

P1 = —18,p2 = 99,p3 = —-162
» Ecuatia caracteristica si solutiile (valorile proprii) sunt:

A3 —-181%24+991-162=0, A1;,=3, 1, =6, A3=9 =



Contact:
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